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 چکیده
، ما یک تناظر دوگان و با اهمیت بین نظم توپولوژیک در ســیســتم هاي کوانتومی و بحرانیت در ســیســتم هاي اســپینی و مقالهدر این 

معرفی می کنیم و نشان می دهیم که چگونه چنین تناظري منجر به یک روش کلاسیکی و سرراست براي شناسایی فرومغناطیس کلاسیکی 
سته مهم از حالت هاي کوانتومی به نام مخفف شد. به این منظور، یک هامیلتونی کوانتومی خاص خواه  CSS نظم توپولوژیک در یک د د 

ـــده به یک حالت تعریف می کنیم که می تواند گذار فازي کوانتومی را فراهم کند. ما فیدلیتی در  CSS  از یک حالت منظم مغناطیده ش
شان می دهیم  سی خواهیم کرد. ن شانه اي از یک گذار فاز توپولوژیکی، برر شاهده تکینگی به عنوان ن حالت پایه چنین مدلی را به منظور م

سیکی ستدلال می کنیم که اگر در دوگان  که فیدلیتی چنین مدل کوانتومی  به ظرفیت گرمایی یک مدل کلا شود. به این ترتیب ا مربوط می 
شیم، در دوگان کوانتومی آن نظم توپولوژیکی وجود خ شته با شت. این روشی یک مدل فرومغناطیس کلاسیکی گذار فاز بحرانی دا واهد دا

 .رسی وجود نظم توپولوژیکی در سیستم هاي کوانتومی خواهد بودبرجدید براي 
.       
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Abstract 

 We establish an important duality correspondence between topological order in quantum many-body systems and criticality 
in ferromagnetic classical spin systems. We show how such a correspondence leads to a classical and simple characterization 
of topological order in an important set of quantum entangled states, namely the Calderbank-Shor-Steane (CSS) states. To 
this end, we introduce a particular quantum Hamiltonian which allows us to consider the existence of a topological phase 
transition from quantum CSS states to a magnetized state. We study the ground state fidelity in order to find non-analyticity in 
the wave function as a signature of a topological phase transition. Since hypergraphs can be used to map any arbitrary CSS 
state to a classical spin model, we show that fidelity of the quantum model is mapped to the heat capacity of a dual classical 
spin model. Consequently, we show that a ferromagnetic-paramagnetic phase transition in a classical model is mapped to a 
topological phase transition in the corresponding quantum model. We also show that magnetization does not behave as a 
local order parameter at the transition point further indicating the non-local nature of the transition. Our procedure not only 
opens the door for identification of topological phases via the existence of classical critical point, but also offers the potential 
to classify various topological phases through the concept of universality in phase transitions. 
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 مقدمه
تولد نظریه کوانتومی و سپس ظهور نظریه اطلاعات  یک قرن بعد از 

کوانتومی، تحقق یک رایانه کوانتومی جهانشمول به یکی از مهمترین 
. در این میان، [1] شده استتبدیل از نظر تجربی چالش ها به ویژه 

تهیه حافظه هاي کوانتومی ایمن از خطا که بتوانند در برابر اثرات 
. یکی از مهمترین [2]وادوسی مقاوم باشند، جایگاه ویژه اي دارند

پیشنهادات در این زمینه ذخیره اطلاعات در سیستم هاي کوانتومی 
. چنین کاربرد هایی، منجر به اهمیت [3,4,5]است توپولوژیکی 



 شناسایی و طبقه بندي حالت هاي کوانتومی توپولوژیک شده است.
علاوه بر این، شناسایی و دسته بندي حالت هاي توپولوژیکی در 
فیزیک ماده چگال نیز مساله اي مهم است. به ویژه آنکه به دلیل نظم 

مک پارامتر هاي شناسایی آن ها به ک ،غیر موضعی چنین حالت هایی
 .[6,7]نظم موضعی غیر ممکن است

ناظر هایی بین حالت هاي کوانتومی و مدل  از طرف دیگر، اخیرا ت
، که کاربردهاي جالبی در هر دو [8,9,10]هاي اسپینی ارائه شده اند

. با [11,12]حوزه مکانیک آماري و نظریه اطلاعات کوانتومی دارند
ساله وجود گذار فاز در سپینی و ارتباط  این وجود، م ستم هاي ا سی

ته  جه قرار گرف ناظر کمتر مورد تو هاي کوانتومی مت لت  حا با  آن 
است. در این مقاله ما به بررسی این موضوع خواهیم پرداخت و به 
ویژه نشــان می دهیم که وجود گذار فاز فرومغناطیس کلاســیک در 
ـــپینی ارتباط مســـتقیمی با وجود نظم توپولوژیکی در  یک مدل اس

 لت کوانتومی متناظر با آن دارد.حا
به این منظور ابتدا یک مدل کوانتومی معرفی می کنیم که می تواند 

ـــرایط گذار فاز از یک حالت کوانتومی  را به یک حالت  CSSش
ـــکل دقیق  به ش مدلی را  یه چنین  پا لت  ند. حا ناطیده فراهم ک مغ
خواهیم یافت و با بررســی آن نشــان می دهیم که امکان وجود یک 
ست تقارن وجود ندارد.  شک سم  ساس مکانی گذار فاز کوانتومی بر ا
ـــته  ند یک گذار فاز توپولوژیکی داش نابراین مدل ما تنها می توا ب
باشــد. ســپس فیدلیتی در حالت پایه را به منظور یافتن یک تکینگی 
به عنوان نشــانه اي از گذار فاز توپولوژیکی مطالعه می کنیم. نشــان 

یدلیتی  که ف یت می دهیم  به ظرف مدل کوانتومی  یه  پا لت  حا در 
شود. بنابراین، نتیجه  سپینی کلاسیکی مربوط می  گرمایی یک مدل ا
می گیریم که اگر یک مدل کلاسیکی داراي گذار فاز فرومغناطیسی 

شد، آبوده و در نتیجه در ظرفیت گرمایی  شته با ن تکینگی وجود دا
وپولوژیکی خواهد آنگاه مدل کوانتومی متناظر با آن یک گذار فاز ت
متناظر با یک  CSSداشت. این بدان معنی است که حالت کوانتومی 

ـــیکی گذار فاز دار، داراي نظم توپولوژیکی خواهد بود.  مدل کلاس
سایی نظم توپولوژیک در چنین حالت هایی کافی  شنا بنابراین براي 
سی  سیکی متناظر با آن را برر ست که وجود گذار فاز در مدل کلا ا

 کنیم. 

 :CSSMمدل کوانتومی 

هاي کوانتومی  لت  هاي کوانتومی CSSحا لت  حا عه  ، زیرمجمو
تثبیت شــده هســتند. حالت هاي کوانتومی تثبیت شــده در حقیقت 
ـــترك یک مجموعه از عملگر هاي پائولی جابجا  ویژه حالت مش

 که شــونده که تثبیت گر ها نامیده می شــوند هســتند. در صــورتی
تومی فقط شــامل عملگر هاي پائولی تثبیت گر هاي یک حالت کوان

ـــی از از عملگر هاي پائولی  Xاز نوع  ) و X(یک ضـــرب ماتریس
سی از عملگر هاي   Zعملگر هاي پائولی از نوع  ضرب ماتری (یک 

شند، آن حالت را یک حالت کوانتومی Zپائولی  می نامند.  CSS) با
را به صـــورت  CSSعملگر هاي تثبیت گر مربوط به یک حالت 

 نمادین به شکل زیر نمایش می دهیم.

𝐴𝐴𝑒𝑒 = �𝑋𝑋𝑖𝑖    ,   𝐵𝐵𝑚𝑚 = �𝑍𝑍𝑖𝑖         (1)
𝑖𝑖∈𝑚𝑚𝑖𝑖∈𝑒𝑒

ستند.  e , mکه منظور از  صی از کیوبیت ها ه در اینجا مجموعه خا
حالت تثبیت شده توسط این عملگر ها را می توان به شکل بهنجار 

 نشده زیر نوشت:

|𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉 = �(1 + 𝐴𝐴𝑒𝑒)|00 … 0〉
𝑒𝑒

  (2) 

جا منظور از  پائولی  〈0|که در این لت عملگر  حا با ویژه   Zویژه 
واضـح اسـت که این حالت همچنین می تواند به  اسـت.  1+مقدار

 عنوان حالت پایه یک هامیلتونی به صورت زیر تعریف شود:

ℎ = −�𝐴𝐴𝑒𝑒 −�𝐵𝐵𝑚𝑚            (3)
𝑚𝑚𝑒𝑒

را به صـــورت زیر تعریف   CSSMبه این ترتیب، مدل کوانتومی 
 یم:می کن

𝐻𝐻 = −�𝐴𝐴𝑒𝑒 −�𝐵𝐵𝑚𝑚
𝑚𝑚𝑒𝑒

+�𝑈𝑈𝑚𝑚            (4)
m

𝑈𝑈𝑚𝑚که  = 𝑒𝑒−𝛽𝛽∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑚𝑚  ـــت که به عنوان یک عملگر ضـــربی اس
 0پارامتر تنظیم است که با تغییر آن از مقدار  𝛽𝛽اختلال وارد شده و 

ــیســتم از یک حالت  ،تا بینهایت به یک حالت   CSSحالت پایه س
00|کاملا مغناطیده  …  گذار انجام می دهد. 〈0

ابیم. به یمی   𝛽𝛽ابتدا حالت پایه این هامیلتونی را به عنوان تابعی از 
𝑄𝑄𝑚𝑚این منظور عملگر  = (𝑈𝑈𝑚𝑚 − 𝐵𝐵𝑚𝑚)  را در نظر میگیریم و

نشان می دهیم که عملگري مثبت است. از این نکته شروع می کنیم 
𝑄𝑄𝑚𝑚2که  شتی آن به    شمدا ست و بنابراین مقدار چ عملگري مثبت ا

به فرم  جه  با تو هد بود. از طرف دیگر  بت خوا حالتی مث ازاي هر 



ــــان داد کــه  𝑄𝑄𝑚𝑚عملگر  ــــادگی می توان نش ــه س 𝑄𝑄𝑚𝑚2ب =

2𝑄𝑄𝑚𝑚 cosh 2𝛽𝛽  0و بنابراین از اینکه ≤ 〈𝑄𝑄𝑚𝑚2 ـــود   〈 نتیجه می ش
0که  ≤ 〈𝑄𝑄𝑚𝑚〉  به این ترتیب عملگر .𝑄𝑄𝑚𝑚   و کمترین مثبت بوده

 ویژه مقدار آن می تواند صفر باشد. 
[𝑄𝑄𝑚𝑚,𝐵𝐵𝑚𝑚]از طرف دیگر واضــح اســت که رابطه  = نیز بر قرار  0

حالت  𝑄𝑄𝑚𝑚اســت و در نتیجه ویژه حالت با ویژه مقدار صــفر براي 
ـــت که این ویژه  (4)پایه هامیلتونی  خواهد بود. بنابراین کافی اس

ما ادعا می کنیم  مه  یابیم. در ادا که حالت کوانتومی زیر حالت را ب
 خواهد بود: (4)حالت پایه 

|𝐺𝐺(𝛽𝛽)〉 =
1

√𝑍𝑍(𝛽𝛽)
𝑒𝑒+

𝛽𝛽
2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 |𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉       (5) 

ــت.   𝑍𝑍(𝛽𝛽)که  ــریب بهنجارش اس به منظور اثبات این در اینجا ض
یک طرف با توجه به رابطه پادجابجایی   مطلب، توجه کنید که از

لی  ئو ــا گر هــاي پ ل م ع ین  بطــه  Zو  Xب 𝐴𝐴𝑚𝑚𝑒𝑒را
+𝛽𝛽2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝑒𝑒−
𝛽𝛽
2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖+

𝛽𝛽
2 ∑ 𝑍𝑍_𝑖𝑖𝑖𝑖∉𝑚𝑚𝑖𝑖∈𝑚𝑚 𝐴𝐴𝑚𝑚  ـــت که با توجه به آن را خواهیم داش

 :نتیجه خواهد شد که

 𝐴𝐴𝑚𝑚|𝐺𝐺(𝛽𝛽)〉 = 1
𝑍𝑍(𝛽𝛽) 𝑒𝑒

−𝛽𝛽2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖+
𝛽𝛽
2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖∉𝑚𝑚𝑖𝑖∈𝑚𝑚 |𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉      (6)

ست  𝑄𝑄𝑚𝑚و از طرف دیگر براي عملگر   سادگی قابل اثبات ا نیز به 

〈𝑄𝑄𝑚𝑚|𝐺𝐺(𝛽𝛽)که   = 1
𝑍𝑍(𝛽𝛽) 𝑒𝑒

−𝛽𝛽2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖+
𝛽𝛽
2 ∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖∉𝑚𝑚𝑖𝑖∈𝑚𝑚 |𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉  بنابراین .

𝑄𝑄𝑚𝑚)واضــح اســت که   − 𝐴𝐴𝑚𝑚)|𝐺𝐺(𝛽𝛽)〉 =  〈𝐺𝐺(𝛽𝛽)|و حالت   0
 خواهد بود. (4)هامیلتونی حالت پایه 

یک ضــریب بهنجارش وجود  (5)در حالت پایه بدســت آمده در 
ـــرط بهنجارش خواهیم   دارد که باید آنرا تعیین کنیم. با اعمال ش

 داشت:
𝑍𝑍(𝛽𝛽) = 〈𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶�𝑒𝑒𝛽𝛽∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉        (7)

براي  [10]به طرز جالبی این رابطه شکل بسیار آشنایی دارد که در 
تابع پارش یک مدل اســپینی فرومغناطیس کلاســیکی با ثابت جفت 

𝐽𝐽شدگی  = ساس نتیجه می گیریم   1 ست. و بر این ا شده ا ارائه 
که ثابت بهنجارش مدل کوانتومی ما معادل با تابع پارش یک مدل 

  𝑇𝑇به طوریکه دماي   ت می باشداس CSSکه دوگان حالت اسپینی 

1در مدل کلاسیکی به پارامتر 
𝛽𝛽

شود،  شته می  در مدل کوانتومی نگا
شان  (1)شکل  ساس هایپرگراف ها ن مثالی از چنین تناظري را بر ا

 می دهد.

) یک مدل کلاسیکی روي هایپرگراف با برهمکنش ها بین اسپین a -1شکل 
) هایپرگراف دوگان که هر منحنی b .بستههاي احاطه شده توسط منحنی هاي 

 متناظر است. CSSحالت   X  بسته معرف عملگر هاي نوع

سی با  ستم، می توانیم به برر سی شتن حالت پایه دقیق  در اختیار دا
وجود گذار فاز کوانتومی بپردازیم. در اولین قدم به این نکته توجه 

ز یک شکست می کنیم که یک گذار فاز کوانتومی می تواند ناشی ا
تقارن در حالت پایه سیستم باشد. بنابراین اگر چنین گذار فازي رخ 
شد.  شته با ست تقارن وجود دا شک دهد باید در حالت پایه علائم 
یت در نظر می  ها پارامتر تنظیم بین یه را در  پا لت  حا تدا  نابراین اب ب
گیریم که به ســادگی می توان نشــان داد که حالت کاملا مغناطیده 

|00 … سوري از عملگر  〈0 ضرب تان ست که هر  ضح ا ست و وا ا
تقارن این حالت خواهد بود. از طرف دیگر با توجه  Zهاي پائولی 

سب حالت  ست که  〈𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶|به فرم دقیق حالت پایه بر ح شخص ا م
هاي از نوع  ها عملگر  حدود تن پارامتر تنظیم م قادیر  که از  𝑍𝑍در م

ـــند تقارن هامیلتونی 𝐵𝐵𝑚𝑚تثبیت گر هاي  خواهند بود و به ازاي  باش
ند. در  ما ند  قارن خواه ها ت پارامتر تنظیم نیز همین  قادیر  مامی م ت

ست تقارنی فقط در  شک ي نامحدود  𝛽𝛽نتیجه یک گذار فاز از نوع 
امکان وقوع دارد و در یک پارامتر تنظیم محدود فقط گذار فازي با 
ند رخ دهد و آن چیزي جز  قارن می توا نده ت یک ماهیت حفظ کن

 ک گذار فاز توپولوژیکی نمی تواند باشد.ی
سی فیدلیتی  سی امکان وجود گذار فاز توپولوژیکی به برر براي برر
در حالت پایه براي مدل خواهیم پرداخت. در صـــورت وجود یک 
ـــاهده  گذار فاز توپولوژیکی باید یک تکینگی در چنین فیدلیتی مش

ضرب داخ لی حالت شد. فیدلیتی حالت پایه طبق تعریف معادل با 
𝛽𝛽و حالت پایه به ازاي  𝛽𝛽پایه به ازاي پارامتر تنظیم  + 𝛿𝛿𝛿𝛿  ،ــت اس

𝐹𝐹یا به عبارت دیگر :  = 〈G(β)|G(β + δβ)〉.  با جایگذاري از
 ، فیدلیتی به فرم زیر بدست خواهد آمد:(5)رابطه 



𝐹𝐹 =
〈𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 �𝑒𝑒�𝛽𝛽+

𝛿𝛿𝛿𝛿
2 �∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 � 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉

√𝑍𝑍(𝛽𝛽)𝑍𝑍(𝛽𝛽 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)
 (8)

تابع پارش مدل کلاســـیکی  از آنجا که صـــورت کســـر مجددا به 
 مربوط می شود، خواهیم داشت:

𝐹𝐹 =
𝑍𝑍(𝛽𝛽 + 𝛿𝛿𝛿𝛿

2 )

√𝑍𝑍(𝛽𝛽)𝑍𝑍(𝛽𝛽 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)
 (9)

ــت، می  پارامتر 𝛿𝛿𝛿𝛿در قدم بعدي از آنجایی که  ــیار کوچکی اس بس
بسط   𝛿𝛿𝛿𝛿و بر حسب توان هاي  𝛽𝛽ع پارش را حول مقدار توانیم تاب

سیار مهم زیر خواهیم این کار تا مرتبه د دهیم. با انجام وم به نتیجه ب
 رسید:

𝐹𝐹 = 1 −
𝐶𝐶𝑣𝑣

8𝛽𝛽2
𝛿𝛿𝛽𝛽2         (10)

ست. از طرف دیگر،  𝐶𝐶𝑣𝑣که  ظرفیت گرمایی مدل کلاسیکی دوگان ا
فاز  گذار  یک  که داراي  ـــی  ناطیس مدل فرومغ که براي  می دانیم 
شد، ظرفیت گرمایی داراي یک تکینگی در نقطه گذار فاز  بحرانی با

راین نتیجه می گیریم که اگر در مدل کلاسیکی گذار خواهد بود. بناب
فاز وجود داشــته باشــد در مدل کوانتومی دوگان، یک تکینگی در 

شت که علامت وقوع یک  گذار فیدلیتی حالت پایه وجود خواهد دا
فاز توپولوژیکی اســـت. نهایتا اینکه وقوع گذار فاز توپولوژیکی در 

ک هد بود  نا خوا به این مع لت مدل کوانتومی  حا طه  CSSه  مربو
ـــت و در نتیجه حالت هاي دا اي که  CSSراي نظم توپولوژیک اس

ند، نظم  فاز بحرانی نشــــان ده گذار  ها  ـــیکی آن  گان کلاس دو
 توپولوژیک خواهند داشت.

 بررسی رفتار مغناطش به عنوان پارامتر نظم:
یک بودن نوع گذار فاز ه به عنوان شــاهدي دیگر بر توپولوژدر ادام

𝑚𝑚کوانتومی، مغنــاطش  = 〈𝐺𝐺(𝛽𝛽| 1
𝑁𝑁
∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖|𝐺𝐺(𝛽𝛽)〉  𝑖𝑖 را براي این

 مدل بررسی می کنیم.
 ، خواهیم داشت:(5)با جایگذاري حالت پایه از رابطه 

𝑚𝑚 =
1

𝑁𝑁𝑁𝑁(𝛽𝛽)
〈𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 �𝑒𝑒𝛽𝛽∑ 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑍𝑍𝑖𝑖

𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶〉     (11) 

∑ســپس با جایگذاري  𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖  در این رابطه با مشــتق نســبت به𝛽𝛽   و
جایگذاري مجدد صورت کسر با تابع پارش، این رابطه به  همچنین

 فرم زیر تبدیل می شود:

𝑚𝑚 =
1
𝑁𝑁

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 (12) 

سیکی  معادل با منهايکه این عبارت  سپینی کلا انرژي درونی مدل ا
اســت. به این ترتیب مغناطش مدل کوانتومی به انرژي درونی مدل 

شود. از طرف د سیکی متناظر می  شده کلا شناخته  یگر، این کاملا 
است که در یک گذار فاز کلاسیکی انرژي درونی رفتاري مانند یک 
پارامتر نظم ندارد بلکه مقدار آن به صــورت تدریجی تغییر می کند. 
پارامتر نظم  یک  ند  مدل کوانتومی نیز نمی توا ناطش  نابراین، مغ ب

یدي دیگر تای ـــد. این مطلب در واقع  باش مدل کوانتومی  ر ب براي 
 ماهیت توپولوژیک گذار فاز است.

 گیريتیجهن

در این مقاله به کمک مربوط کردن یک گذار فاز کوانتومی به      
در  گذار فاز بحرانییک گذار فاز کلاسیکی، تناظري بسیار مهم بین 

مدل هاي اسپینی کلاسیکی و نظم توپولوژیک در سیستم هاي 
کوانتومی معرفی کردیم. این مساله موجب خواهد شد که بررسی 

به مساله وجود یک  CSSتوپولوژیک بودن یک سیستم کوانتومی 
گذار فاز بحرانی در مدل کلاسیکی متناظر تقلیل یابد که روشی جدید 
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