
پژوهشگاه دانشهای بنیادی                                                                                                                                      74: شماره مقاله   
 

(3137اردیبهشت  13-13)دومین کنفرانس بهاره فیزیک مقاله نامه بیست و   
 

 

 بررسی ژئودزیک سیاهچاله متقارن کروی چرخان در گرانش همدیس

 سبحان کاظم پور ، رضا صفاری ، صاحب سروش فر

 گروه فیزیک ، دانشگاه گیلان ، رشت

 :چکیده

همچنین معادلات ژئودزیک برای حالات نورگونه و . است متقارن کروی چرخان در گرانش همدیس مورد بررسی قرار گرفتهزمان سیاهچاله  در این مقاله معادلات ژئودزیک فضا 
 .گونه بصورت تحلیلی بر حسب توابع بیضوی وایرشتراس و ابر بیضوی سیگمای کلاینیان بدست آمده است زمان

 متریک و معادلات ژئودزیک

 [1]باشد صورت زیر می وی چرخان در گرانش همدیس بهشکل متریک سیاهچاله متقارن کر     

                      
  

 
                                                (1) 

    
 

 

      

  
                                                         (2) 

  شناختی  ثابت کیهان  که در اینجا 
 

 
 وهمچنین 

 

      

  
 

 

 
  .باشد می 

 [3]و [2]های حرکت را بدین صورت جدا سازی کرد توان ثابت می( 1)و شکل متریک ،  زیر از معادله ژئودزیک

    

   
    

    

  

   

  
         

 

 
    

   

  

   

  
 

 

 
                     (3) 

   
  

   
                 

  

   
                 

  

  
  

  

  
           (4) 

 [5]و [4]و  [3]صورت زیر داریم ژاکوبی را به-معادله هامیلتون. ستاای  معرف اندازه حرکت زاویه    معرف انرژی و    ثابت

 
  

  
    

  

   
  

   
                                                                          (5) 

  
 

 
                                                        (6) 
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τ  همچنین پارامتر [ .5]باشد  معرف کنش می  در اینجا پارامتر آفین در طول ژئودزیک ، وϵ  در حالتϵ     گونه و در  برای ژئودزیک زمان   

 خواهیم داشت(5)در (6)با جایگذاری معادله . برای ژئودزیک نورگونه است

   
  

  
       

 

 

    

  
            

   
 

 
 
    

  
             

  
 

    

 
                       (7) 

  آید معادله فوق به صورت زیر در می(        ) و زمان ویژه به صورت  [5]با معرفی وابستگی زمان مینو 

 
  

  
 
 
                          

 

 
 
       

 
                           

 

 
 
        

 
               

                                    (8) 

 آوریم ، پتانسیل موثر را بدست می  بر حسب  (8)و با حل معادله بالا 

     
 

 
 
                                          

   
           (9) 

 حل تحلیلی معادلات ژئودزیک

های بدون  کنیم بنابراین با معرفی کمیت های بدون بعد استفاده می زمان، ازکمیت های فضا برای بررسی بهتر وابستگی انواع ممکن مدارها به پارامتر     

  بعد 
  

 
        

  

   
 

 
      

 

 
 کنیم به معادله زیر تبدیل می را( 8)معادله  

 
  

  
 
 
                                 

 

 
 
       

  
                                  

 

 
 
         

  
                              

                       (11) 

ϵبرای     داریم که با معرفی متغییر جدید  6، حالت زمانگونه معادله درجه    
 

 
  شود به معادله زیر تبدیل می (11)معادله  

  
  

  
    

 

 
 
         

  
                    

 

 
 
       

  
                                       

    
  

                            (11) 

 [5]و [ 4]و [3] باشد حل معادله فوق بصورت زیر می

       
  

  
                                                                       (12) 

        باشد  ام تابع سیگمای کلاینیان روبرو می   مشتق مرتبه   در اینجا 
    ، مقداری ثابت،  که در آن                    

 

 
که )   

 

 
و : یعنی)بعدی صحیح یا نیمه صحیح   مجموعه کاملی از بردارهای     

 
      

 

 
   

 

 
 
 

 
، ماتریس متقارن ریمانی،        ،(است(   

به صورت       تابع ریمانی با مشخصه    . ، ماتریس دوره ای نوع دوم است ، ماتریس دوره ای و ωکه           ماتریس 

                     
               

 [3] .باشد گونه بصورت زیر می در نتیجه جواب ژئودزیک زمان است     
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                                                                       (13) 

ϵبرای             )داریم  4، حالت نورگونه، معادله درجه    
  

    که با تغییر (    
 

 
         )، 3، ، به چند جمله ای درجه 

  
    )

  تبدیل و با جانشینی 
 

 
 

 
 
       

  
             

    
             

 
    که درآن)     

 

      

       

        
، به شکل وایرشتراس زیر تبدیل می (     

 شود

 
  

  
                                                            (14) 

 ، ناورداهای وایرشتراس به صورت زیر می باشند     و   که در اینجا 

   
 

  
 
 

 
             

 
       

 

 
 
       

  
                                          

 

  
 
 

 
                  

 

 
 
       

  
 

             
 

  
             

 
      

 

 
 
       

  
                                                                                     (15) 

 [6]و[4]از نوع بیضوی است و بر حسب توابع وایرشتراش حل شده است( 14)معادله دیفرانسیل 

                                                                      (16) 

   که در آن 
 

 
 
 
 

 
 
       

  
             

  
 

             

 
          

  

           

 

  
 به صورت زیر می باشد (9)در نتیجه حل معادله .   

     
 
 

 
 
       

  
             

                 
             

 

                                         (17) 

 گیری نتیجه

با استفاده از معادلات . زمان سیاهچاله متقارن کروی چرخان در گرانش همدیس مورد بررسی قرار گرفته است در این مقاله معادلات ژئودزیک فضا     

لی بر گونه بصورت تحلی های حرکت بدست آمده است و معادلات ژئودزیک برای حالات نورگونه و زمان ژاکوبی ثابت -و هامیلتون  لاگرانژ -اویلر

توان  همچنین با استفاده از پتانسیل موثر و حل تحلیلی بالامی.  حسب توابع بیضوی وایرشتراس و ابر بیضوی سیگمای کلاینیان بدست آمده است

 .ی حرکت ژئودزیکی که امکان وجود دارند را رسم کرد مدارها

 ها مرجع
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